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J. Osiewalski, K. Osiewalski Hybrid MSV-MGARCH models with three latent processes in examining 
price volatility on different markets, Folia Oeconomica Cracoviensia
J. Osiewalski and A.Pajor (2007, 2009) and J. Osiewalski (2009) introduced hybrid multivariate sto­
chastic variance — GARCH (MSV-MGARCH) models, where the conditional covariance matrix is 
the product of a univariate latent process and a matrix with a simple MGARCH structure (Engle's 
DCC or scalar BEKK). The aim was to parsimoniously describe volatility of a large group of as­
sets. The proposed hybrid specifications, similarly as other models from the MSV class, require the 
Bayesian approach equipped with MCMC simulation tools. In order to jointly describe volatility 
on two different markets (or of two different groups of assets), J. Osiewalski and K.Osiewalski 
(2011) consider more complicated hybrid models with two latent processes. These new specifica­
tions seem very promising due to their good fit and moderate computational requirements.
This paper is devoted to hybrid specifications with three latent processes, even more com­
plicated and located on the edge of possibilities of conducting exact Bayesian analysis. We pres­
ent full Bayesian inference for such models and propose efficient MCMC simulation strategy. Our 
approach is used to jointly model volatility of six daily time series representing three different 
groups: two stock indices, prices of gold and silver, prices of oil and natural gas. We formally com­
pare joint modelling to individual bivariate volatility modelling for each of three groups.
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1. W S T Ę P
O siew alski (2009) oraz O siew alski i Pajor (2007, 2009) w prow adzili hybrydow e 
w ielow ym iarow e m odele stochastycznej zm ienności lub w ariancji (hybrid m ulti­
variate stochastic volatility or variance (MSV) models). Ich  m acierz w arunkow ych ko­
w ariancji je s t iloczynem  po jed ynczego  procesu ukrytego i m acierzy o strukturze 
zaczerpniętej z p rostych  procesów  M G A RC H  (D C C, SBEKK). Z ap roponow ane 
m odele hybrydow e (zw łaszcza m odel M S F -SB E K K  typu I) są przydatne zarów no 
ze w zględu na w ysoką zdolność opisu zm ienności stóp zw rotu, ja k  i m ożliw ość 
zastosow ania do w ielu cen  łącznie; O siew alski i Pajor (2010, 2011) w ykorzystują 
tę specyfikację w  analizie ryzyka portfela inw estycy jnego złożonego z akcji kilku­
dziesięciu spółek.
Jed n a k  p o jed ynczy  proces u kryty  w ydaje się ograniczać zasadność stosow a­
nia m odeli hybrydow ych  tylko do jed n orod n y ch  d anych (np. zm ian  cen na je d ­
nym  rynku). D latego O siew alski i O siew alski (2011) zaproponow ali uogólniony 
m odel hybryd ow y M S F -S B E K K  w ykorzystu jący  dw a procesy  ukryte. P rzed­
stawili jeg o  p ełn ą  bayesow ską analizę statystyczną oraz zastosow anie w  przy­
padku czterow ym iarow ym : cen  złota i srebra oraz dw óch indeksów  giełdow ych. 
Przykład ten  uzasadnił użycie odrębnych  procesów  u krytych  w  łącznym  opisie 
zm ienności na ry n kach  akcji i m etali, a także ukazał pow iązania m iędzy tym i od­
rębnym i rynkam i zachodzące naw et przed ostatnim  kryzysem  (dane pochodziły  
z okresu 8.01.1999-1.02.2006).
W  tej pracy prop on u jem y  ogólniejszą strukturę hybrydow ą, w ykorzystu jącą 
trzy procesy  ukryte. Takie m odele M SV  są jeszcze dość oszczędne pod  w zglę­
d em  liczby param etrów  i procesów  u krytych , a p ow in n y  lepiej (niż m odel 
M SF -SB E K K ) opisyw ać zm ienność cen  na trzech  od rębnych  ry n kach  czy skła­
dow ych portfela zaw ierającego trzy odrębne grupy aktywów. Aby em pirycznie 
spraw dzić, czy łączne u jęcie zm ienności je s t w ciąż zasadne, rozw ażam y ten  sam  
okres, ale sześć szeregów  czasowych. Przejście od m odelu hybrydow ego z dw om a 
procesam i ukrytym i do m odelu  o trzech  procesach  w yd aje się w arte uwagi. 
G łów nym  problem em  nie je s t strona teoretyczna takiego uogólnienia, lecz konse­
k w encje  obliczeniow e, gdyż ze w zrostem  liczby zm iennych  u krytych  (o w ielkość 
rów n ą liczbie obserw acji) znacząco rośnie czas n iezbęd n y  do przep row ad ze­
nia sym ulacji M CM C  z rozkładu a posteriori. C elem  cząstkow ym  pracy je s t w ięc 
spraw dzenie m ożliw ości prow adzenia dokładnej analizy bayesow skiej w  now ym  
przypadku oraz porów nanie analizy dokładnej z przybliżoną, polegającą na zastą­
pieniu  g łów nych m acierzy param etrów  w artościam i opartym i na ocenach  MNK.
N astępna (druga) część pracy pośw ięcona je s t now em u  m odelow i i jeg o  u ję ­
ciu bayesow skiem u (zarów no dokładnem u, ja k  i przybliżonem u). W  części trze­
ciej zastosow ano now y m odel do łącznego opisu zm ienności dw óch indeksów  
giełdow ych, cen  złota i srebra oraz ropy  naftow ej i gazu ziem nego. Podsum ow a­
nie w skazu jące kierunki dalszych bad ań  stanow i część czw artą (ostatnią).
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2. P O S T A Ć  M O D E L U  I JE G O  A N A L IZ A  B A Y E S O W S K A
R ozw ażam y n synchronicznych  szeregów  czasow ych (po T  obserw acji), które za­
w iera ją  logarytm iczne stopy zw rotu (zm ian cen) n =  n1 + n2 + n3 aktyw ów  finan­
sow ych, należących  do trzech odrębnych grup. D ane z okresu t, zaw arte w  w ier­
szu rt =  (rt1 ... rtn) op isu jem y (standardow o) procesem  VAR(1) —  w ektorow ej 
autoregresji rzędu 1 :
charakteryzow anym  przez n (n + 1)-wym iarowy wiersz param etrów  8 =  (80 (vec A)')', 
k tóry  to zapis u zysku jem y dzięki w ektoryzacji m acierzy w spółczynników  A. Dla 
£t, tj. w iersza n składników  losow ych w  rów naniu  VAR(1), p rzy jm u jem y  (w arun­
kow y w zględem  przeszłości, oznaczanej } t-1, i b ieżących  zm iennych  ukrytych) 
n-w ym iarow y rozkład  norm alny  o zerow ej w artości oczekiw anej i m acierzy ko­
w ariancji
Skalary g ti w  (2) są dodatnim i zm iennym i n ieobserw ow alnym i (ukrytym i), zaś 
H t,ij (*/ j  =  1, 2, 3) są blokam i (ni X nj) m acierzy kw adratow ej (stopnia n) postaci
gdzie b  i C są dodatnim i param etram i skalarnym i, spełniającym i w aru nek  b + C < 1, 
zaś A  je s t  m acierzą sym etryczną i dodatnio  określoną, zaw iera jącą n (n + 1)/2 
sw obodnych  param etrów . M acierz H t je s t  sam oistną m acierzą w arunkow ych ko­
w ariancji w  tzw. skalarnym  m odelu  BEK K  (SBEKK), prostej specyfikacji z klasy 
w ielow ym iarow ych m odeli GARCH (M GARCH ), które om aw iają Bauw ens, Lau­
ren t i R om bouts (2006). G dyby przy jąć g ti =  1 (i =  1, 2, 3), £t byłby opisany m od e­
lem  SBEKK(1,1) z w arunkow ym  rozkładem  norm alnym . Jed n ak  w  naszej specy­
fikacji zakładam y, że 1o ciąg zm iennych  ukrytych  ln  (g ti) (t e  Z, ustalone i) tw orzy 
gaussow ski proces AR(1), a 2o ciąg w arunkow ych m acierzy kow ariancji X t zależy 
od trzech procesów  u krytych  tak, że w ariancje ni aktyw ów  z grupy i zaw ierają 
czy n n ik  g ti. W arunkow e kow ariancje zależą od g ti, je d n a k  sposób w prow adzenia 
zm iennych  u krytych  do m acierzy X t spraw ia, że w arunkow e w spółczynniki k o ­
relacji zależą nie od g ti, lecz od elem entów  m acierzy H t i m ają  taką sam ą postać 
h t,u /1f h  (k, l =  1,...,n), ja k  w  m odelu  SBEKK.
W  podstaw ow ej w ersji naszego hybrydow ego m odelu M SV  ukryte procesy 
AR(1) m ają  odrębne param etry  i są niezależne:
rt =  80 + rt_iA + £t, t =  1, ... ,T, (1)
(2)
Ht =(1  -  b  -  0 A  + b  £ t-1 £ t-1 + C Ht-1, (3)
ln ( g (i) =  0 i l n ( g (- M) +  T]t i ( i  =  1, 2 , 3) 
V n  ~  U N i O ^ J 1), T]ti 1  T]tJ (i , j  =  1, 2 , 3) (4)
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przy czym  Xj > O oraz — 1 < ę °  < 1 . Założenie, iż procesy  ukryte są id entyczne 
( J  =  gi2 =  gi3) sprow adziłoby nasz now y m odel do m odelu  M S F -S B E K K  (typu I), 
czyli specyfikacji hybrydow ej z jed n y m  procesem  ukrytym , którą zaproponow ał 
OsiewalsOd (2009). Jed y n y m  teoretycznie u zased niony m  i praktycznie realizo­
w alnym  p odejściem  do w nioskow ania statystycznego je s t w  przypadku m odelu 
(1 )-(4 ) podejście bayesow skie, um ożliw iające in tu icy jną, probabilistyczną in ter­
pretację wyników , stosunkow ą łztw ą anzlizę dla m odeli ze zm iennym i ukrytym i 
i form alne porów nanie m ocy objaśniającej konkurency jnych  specyfikacji nieza- 
gnieżdżonych.
Bayesow ska w eraja p rop onow anego m odelu  M SV -M G A RCH  zdefiniow ano 
je s t przez rozkład  praw dopodobieństw a obaerw acji, zm iennych  u krytycli i pcre- 
metrów. Jeg o  funkcja  gęstości m a postać
jese gęstością w arunkow epo (w zględem  przeszłości) rozkładu obserw aeji i zm ien­
n ych  u krytych  z ekresu  i. (Gęstości a priori p(~), p ({j) , p(xj) od zw ^ rcied la ją  za- 
łoaenia o m ożliw ych w artościach param etrów  i są id enty czne, ja k  w m o d e lu  
M SF-SB E K K  (O siew alski i Pajor, 200e). W ektor param etrów  w aruwkowej w artości 
oczekiw anej dla r .  5, m a n (n  + 1t-w ym iarcw y  standardowym rozklad  norm alny, 
ucięty  praaz w aru n ek  (zw ykle n ie w ijż ą cy  a posteriorij, by w artośc. właone m a­
cierzy A były  w ew nątrz koła jed n ostk ow ego  w  przestrzeni liczi? zespolonych. 
Param etr {  procesu  ukrytego {g ti, i e  Z }  m a rozkład  norm alny  ze średnią 0 i w a- 
r ia n p z  100, ucięty  do przedziału  ( —1, 1); parameW xi m a rozkłęd  w ykładniezy 
o średniej 200. W artości początkow e p rocesów  u krytych  ustalam y na poziom ie 
goi =  g02 =  g03 =  1. M acierz odw rotna do A  (w  struktu rze SBEK K ) m a rozkład  
W isharta o n stopniach  sw obody i średniej In; b  i C m ają  łączny rozkład  je d n o ­
sta jn y  na trójkącie zdefin iow anym  w arunkam i: b  > 0, c  > 0, b  + C < 1. W aru nek 
początkow y dla H i m a postać H 0 =  h0In, gdzie h0 jest param etrem  o w ykładniczym  
rozkładzie a priori ze średnią 1. Łącznie je s t 1,5n (n + 1) + 9 param etrów .
W iedza o w ielkościach n ieobserw ow alnych, uzyskana po w glądzie w  dane, 
zaw arta jes t w  łącznym  rozkładzie a posieriori o gęstości p roporcjonalnej do (5):

76
g dzie = [ехр(<т&2) - 1] 1, btj = a j  е х р ( - ^ .  -  ( ^ j  / 2 ) ) ;  g ęstośc (11) w ykarzy- 
stu je in form ację  o g tj zaw artą tylko w  tej części w ektora £t, k tóra odpow iada akty­
w om  z grupy/ j  (j =  1, 2, 2̂ ).
Sekw encyjne losow anie z pow yższych rozkładów  w arunkow ych (czyli prób­
n ik  G ibbsa) prow adzi —  po dostatecznej liczbie losow ań w stępnych  —  do próby 
zależnej z łąeznego r ozkładu a posteriori a n iestandardow ej gęstości (7). N a p od ­
staw ie tej próby u zysku jem y dow olne charakterystyki tego rozkładu, czyli reali­
zu jem y  w nioskow anie bayesow skie w  sposób dokładny. Jed n ak  w ym iar w ektora
0  rośniy z  kw adratem  liczby szeregów  czasow ych, czyniąc losow anie M etropolisa
1 H astingsa z rozkładu o gęstości (8) zadaniem  zbyt tru d nym  ju ż  przy u m iarko­
w anych  w artościach n. Z atem  O siew alski (2009) prop onu je , a O siew alski i Pajor 
(2709) praktycznie stosu ją, zzstąp ienie es7ym acji param etrów  m acierzow ych: 
d —  ocenam i M N K  z m odelu  VAR(1), A  —  em p iryczną m acierzą kow ariancji 
reszt M N K. Ze w zględu na trudności z doborem  w łaściw ego m echanizm u  p o ­
m ocniczych  losow ań j szybko rosnący  czas obliczeń, takte przybliżone podejście 
bayesow skie staje się n iezbędne, gdy m od elu jem y łącznie w ięcej n iż 5 lub 6 sze­
regów  czasow ych . Będzie ano  w  tet pracy  porów nane z dokładnym  w nioegow a- 
n iem  dla now ego m odelu  z trzem y procesam i ukrytym i.
3. Ł Ą C Z N E  M O D E L O W A N IE  Z M IE N N O Ś C I 
S Z E Ś C IU  S Z E R E G Ó W  C Z A Z O W Y C H
W  tej części przedstaw iam y w yniki bayesow skiego m odelow ania d ziennych p ro ­
centow ych  logarytm icznych stóp zw rotu (stóp zm ian) sześciu azeregów  czaso­
w ych łącznie. D w s zzeregi rep rezen tu ją  indeksy giełdow e W IG  i S& P500 (rynki 
akcji) i ten  sam  okres, co w  p op rzed nich  pracach  (w  celu zachow ania porów ­
nyw alności części w yników  —  zob. O siew alski, Pajor, P ip ień, 2007; O siew alski 
i Pajor, 2009; O siew alski i O siew alski, 2011). D w a szeregi p ochod zą z rynków  
m etali szlachetnych  —  dotyczą cen  złota i srebra w  tam tym  okresie (London Fix , 
USD/oz); zo b . O siew alski i O siew alski (2011). D w a szeregi przedstaw iają  ceny 
ropy  naftow ej (Brent Spot Price, USD/Barrel) i gazu z iem nego (H enry H ub G ulf 
Coast N aturol Gas Spot Price, U SD iM M BTU ).
Syncheonizacja  n =  6 szeregów  p ozostaw iły T = 1 6 5 6  obserw acji dla s t lp  
zm ian, które przedstaw iono na Rys. 1. Przyjęto  m odel hybrydow y (1)-(5) z 3 p ro ­
cesam i ukrytym i (П) =  =2 =  n3 =  2). "02 Tabela cle S i 2 zebrano statystykę opisow e 
denych.
Z m ienność indeksów  giełdow ych, cen  m etali i cen  su row ców  paliw ow ych 
je s t  w yraźnie inna. W  stosunku do stóp zm ian cen  m etali, stopy zm ion in d ek­
sów  z rynku  akcji ch araktery zu ją  się zdecydow anie m nie jszą (co do m odułu) 
skośnością i kurtozą, są też słabo m iędzy sobą skorelow ane. Słaba korelacja 

































1 9 9 9 -0 1 -0 5  1 9 9 9 -1 2 -2 9  2 0 0 0 -1 2 -2 9  2 0 0 2 -0 1 -0 3  2 0 0 3 -0 1 -1 4  2 0 0 4 -0 1 -0 9  2 0 0 5 -0 1 -1 9  2 0 0 6 -0 2 -0 '
S&P500
1 9 9 9 -0 1 -0 5  1 9 9 9 -1 2 -2 9  2 0 0 0 -1 2 -2 9  2 0 0 2 -0 1 -0 3  2 0 0 3 -0 1 -1 4  2 0 0 4 -0 1 -0 9  2 0 0 5 -0 1 -1 9  2 0 0 6 -0 2 -0 -
GOLD
1 9 9 9 -0 1 -0 5  1 9 9 9 -1 2 -2 9  2 0 0 0 -1 2 -2 9  2 0 0 2 -0 1 -0 3  2 0 0 3 -0 1 -1 4  2 0 0 4 -0 1 -0 9  2 0 0 5 -0 1 -1 9  20 06 -02 -0 1
OIL
1 9 9 9 -0 1 -0 5  1 9 9 9 -1 2 -2 9  2 0 0 0 -1 2 -2 9  2 0 0 2 -0 1 -0 3  2 0 0 3 -0 1 -1 4  2 0 0 4 -0 1 -0 9  2 0 0 5 -0 1 -1 9  20 06 -02 -0 1
GAS
1 9 9 9 -0 1 -0 5  1 9 9 9 -1 2 -2 9  2 0 0 0 -1 2 -2 9  2 0 0 2 -0 1 -0 3  2 0 0 3 -0 1 -1 4  2 0 0 4 -0 1 -0 9  2 0 0 5 -0 1 -1 9  20 06 -02 -0 1
Źródło: opracowanie własne.
Rysunek 1. Modelowane dzienne procentowe stopy zmian (8.01.1999-1.02.2006)
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duże, a kurtoza w  przypadku gazu je s t  ogrom na. W arto w yjaśnić, że w ielkość 
kurtozy w  przypadku gazu z iem nego w ynika ze skoku cen ow ego  (z 8 do 22 
USD/MMBTU), a następnie pow rotu  do w ielkości go poprzedzającej, w  dniach 
2 3 -2 7  lutego 2003. W edług raportu  S ta ff Investigating Team (Federal Energy R egula­
tory Commission, 23 czerw ca 2003) było to podyktow ane splotem  w ielu czynników  
destabilizu jących rów now agę popytu  i pod aży  na rynku  gazu. Z jed n e j strony 
zim ny front okalający w schodnią część USA po bardzo m roźnej zim ie sp ow odo­
w ał znacznie w iększe zużycie gazu niż przew idyw ano na tę porę roku. Z drugiej, 
n ie dość że rezerw y  gazu zostały  przez ow ą zim ę w  dużej m ierze skonsu m o­
w ane, to zim ny front spow odow ał zam arznięcie części studni w ydobyw czych , 
przez co uniem ożliw ił w ydobycie gazu w  p ołu dniow o-w schodniej części USA.
Tabela 1
Statystyki opisowe dziennych procentowych stóp zmian (n = 6, T = 1656)
szereg (stopy zmian) średnia odch. st. skośność kurtoza
WIG 0.0626 1.3686 0.0703 5.5488
S&P500 0.0018 1.2233 0.1160 5.0695
GOLD
8.01.1999-1.02.2006
0.0413 0.9540 0.6527 11.3989
SILVER 0.0415 1.5580 -0.6256 9.4357
OIL 0.1117 2.5474 -0.5465 6.9719
NAT.GAS 0.0873 5.1060 0.3954 28.3150
Źródło: opracowanie własne.
Tabela 2
Współczynniki korelacji dziennych procentowych stóp zmian (n = 6, T = 1656)
WIG S&P500 GOLD SILVER OIL NAT GAS
WIG 1
S&P500 0.1745 1
GOLD -0.0467 -0.0984 1
SILVER 0.0546 -0.0417 0.4928 1
OIL 0.0066 -0.0440 0.0743 0.0242 1
NAT.GAS -0.0124 -0.0149 0.0701 0.0273 0.1785 1
Źródło: opracowanie własne.
Aby zobrazow ać podobieństw o dynam iki stóp zm ian posłużono się analizą 
skupień, dokonaną na podstaw ie w spółczynników  korelacji pod anych  w  Tabeli 2. 
N ajw iększe podobieństw o w ykazyw ały  w  bad anym  okresie stopy zm ian cen
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złota i srebra (zob. Rys. 21); znacząco m niejsze cechow ało  stopy zm ian indeksów  
giełdow ych, tw orzących  drugie skupienie, oraz z m ia n c e n  ropy  i gazu, tw orzą­
cych skupienie trzecie. W ystępow anie tych trzech  skupień w  sposób n ieform alny 
potw ierdza zasadność użycia m odelu z trzem a procesam i ukrytym i, po jed n y m  
dla pary  o podobnej dynam ice zm ian.
Źródło: opracowanie własne.
Rysunek 2. Podobieństwo dziennych procentowych stóp zmian (metoda Warda)
W  Tabeli ІЗ p ok azu jem y  logarytm y dziesiętne czynnika Bayesa, uzyskane 
przez zastąpienie w artości brzegow ych gęstości m acierzy obserw acji ich  sym ula­
cy jnym i ocena mi N ew tona i R aftery 'ego. W yniki w skazują, że p o jed ynczy  proces 
u kryty  to w  rozw ażanym  przypadku za m ało, bo m odel M S F -S B E K K  (na nim  
oparty) je s t ok. 10118 razy  m niej p raw dopodobny a posteriori (przy rów nych  szan­
sach a priori) n iż m odel obecnie proponow any. Jeśli do now ego m odelu  w pro­
w adzam y ad  hoc o ceny  M N K  p aram e trów  m acierzow ych (nie prowadwimy dla 
n ich  form alnego wnioskowawia), to i tak  now y m odel —  z  taką silną (i n iezbyt 
trafną) restrykcją  na w iększość param etrów  —  je s t ok. 1054 razy  bardziej p raw d o­
p odobny a posteriori n iż dokładnie szacow any m odel M SF-SB E K K . C ena pełnej 
bayesow skiej estym acji m odelu  z 3 procesam i ukrytym i je s t duża, bo czas obli­
czeń  sięga granicy praktycznej stosow alności takiej specyfikacji, i to przy  tylko 6 
szeregach  czasow ych i liczbie obserw acji niew ielkiej ja k  na dane dzienne. N aw et 
w stępne zastosow anie M N K  dla w iększości param etrów  nie skraca dostatecznie 
czasu obliczeń, co m oże stw arzać istotne ograniczenia dla w ykorzystania m odelu 
z 3 procesam i ukrytym i. Trudno w yobrazić sobie jeg o  użycie w  analizie portfela 
50 akcji, który rozw ażali O siew alski i Pajor (2010, 2011), opisu jąc zm ienność za 
p om ocą m odelu  M S F -S B E K K  z ocenam i M N K. N asz now y m odel m oże być je d ­
n ak  przydatny w  badaniu  efektu zarażania na n iew ielu  rynkach , rep rezentow a­
n ych  przez g łów ne ceny  lub indeksy cenow e (jak  w  obecnym  przykładzie).
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Tabela 3






log1o(BNG W Y,i) czas obliczeń
NOWY (dokładnie) 72 (+3T) 0 26 h 3 min
NOWY 
(z MNK) 9 (+3T) 64 16 h 14 min
MSF-SBEKK typ I 
(dokładnie) 68 ( + T) 118 7 h 53 min
MSF-SBEKK typ I 
(z MNK) 5 ( + T) 155 2 h 32 min
Źródło: opracowanie własne.
N ależy zw rócić uw agę na w artości oczekiw ane (i —  w  naw iasach —  odchyle­
nia standardow e) a posteriori p aram etrów  now ego m odelu:
-  0.010
( 0 . 0 0 5 )
-  0.002
( 0 . 0 0 5 )
0.004
( 0 .0 0 3 )
-  0.001 ’
( 0 . 0 0 5 )
-  0 .007
( 0 . 0 1 4 )
0.013
( 0 . 0 2 6 )  _
1.026  -  0 .052 0.060 ’
( 0 . 1 0 4 )  ( 0 . 1 0 7 )  ( 0 .1 6 2 )
5.192  1.634
( 0 . 4 7 4 )  ( 0 .3 6 9 )
10.298
( 1 .0 3 4 )  _
E  (8 ')  =
0.073
( 0 . 0 2 7 )
0.025
( 0 . 0 2 5 )
0.010
( 0 .0 1 8 )
-0 .0 1 5
( 0 . 0 2 7 )
0.187
( 0 . 0 5 2 )
0.079
( 0 . 0 7 2 )
, E ( A )  =
0.028 0.282 0.058 0.023 -  0.002
( 0 . 0 2 4 ) ( 0 . 0 2 9 ) ( 0 .0 3 5 ) ( 0 . 0 1 9 ) ( 0 .0 1 1 )
0.028 -  0.051 0.040 -  0.024 -  0.003
( 0 .0 2 1 ) ( 0 . 0 2 6 ) ( 0 . 0 3 2 ) ( 0 . 0 1 7 ) ( 0 . 0 1 0 )
0.023 -  0.011 -  0.038 -  0.001 0.008
( 0 . 0 1 4 ) ( 0 .0 1 5 ) ( 0 . 0 2 9 ) ( 0 . 0 1 6 ) ( 0 . 0 0 7 )
0.035 0.003 0.254 -  0.202 0.013
( 0 . 0 1 9 ) ( 0 .0 2 1 ) ( 0 . 0 4 3 ) ( 0 . 0 2 9 ) ( 0 . 0 1 0 )
0.031 0.070 -  0.044 0.019 0.022
( 0 . 0 4 3 ) ( 0 . 0 4 7 ) ( 0 . 0 5 7 ) ( 0 . 0 3 4 ) ( 0 . 0 2 6 )
0.037 0.036 -  0.143 0.002 0.004
( 0 . 0 6 0 ) ( 0 . 0 6 9 ) ( 0 . 0 9 2 ) ( 0 . 0 5 3 ) ( 0 . 0 3 8 )
E  (? ')  =
0.977
( 0 . 0 1 4 )
0.503
(0 .0 7 1 )
, E [ ( r 1) ']  =  E [ ( a 2) ']  =
"0 .012"
( 0 . 0 0 5 )
0.482
( 0 . 0 7 2 )
0.613 0.281
( 0 . 1 0 2 ) ( 0 . 0 6 9 )
E  ( A) =
1.913 0.312 -  0.054 0.027 -  0 .027 -  0.022
( 0 . 6 5 5 ) ( 0 .1 2 7 ) ( 0 .0 4 1 ) ( 0 . 0 6 0 ) ( 0 . 1 2 6 ) ( 0 .1 8 8 )
1.454 -  0.064 -  0.031 -  0.123 -  0.095
( 0 .5 1 8 ) ( 0 . 0 3 7 ) ( 0 . 0 5 4 ) ( 0 . 1 1 3 ) ( 0 .1 6 3 )
0.469 0.329 0.119 0.144
( 0 .0 4 4 ) ( 0 . 0 4 5 ) ( 0 . 0 7 1 ) ( 0 . 1 0 9 )
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p ogru bioną czcionką zapisano w artości oczekiw ane tych param etrów , w  przy­
padku k tórych  w artość zerow a nie m ieści się w  przedziale m iędzy kw antylam i 
a posteriori na poziom ie 0.025 i 0.975 (w  tym  sensie są to p aram etry  istotnie różne 
od zera).
Skupianie się istotnych  param etrów  m acierzy  A  w  osobne bloki, odpow iada­
jące  rynkom  akcji, m etali i surow ców  paliw ow ych, m oże nasuw ać przypuszcze­
nie, że łączne m odelow anie w ybranych sześciu szeregów  je s t zbędne. Z drugiej 
strony, e lem enty  m acierzy  A nie p otw ierd zają  tego p rzypu szczenia —  w pływ  
opóźnionej stopy zm ian ceny  ropy  naftow ej na bieżącą stopę zm ian  indeksu  
S& P500 w yd aje się istotny. W  celu form alnej w eryfikacji tego p rzyp u szcze­
nia oszacow ano trzy odrębne m odele M SF -SB E K K ; w  tym  przypadku zakłada 
się całko'witą niezależność. O kazu je  się, że łączny m odel hybrydow y (z trzem a 
procesam i ukrytym i dla sześciu szeregów ) je s t  ok. 1055 razy  bardziej praw d op o­
dobny a posteriori n iż trzy odrębne m odele. Porów nując to z w ynikam i w  Tabeli 3 
stw ierdzam y z kklei, że trzy odrębne m odele są ok. 101125 razy  bardziej praw ­
dopodobne niż łączny m odel z jed n y m  procesem  ukrytym . O kazu je się, zatem , 
że odrębne proceey ukryte są w ażnie jsze dla w yjaśnienia  zm ienności tych  sze­
regów  niż łączne m odelow anie z jed n y m  tylko procesem  ukrytym . M odel n a j­
lepszy w śród rozw ażanych  zapew nia i łączny opis, i p ew n ą odrębność. Jego 
ad ek w ajn ość w yjaśn ia ją  przebiegi w arunkow ych w spółczynników  korelacji m ię­
dzy dziennym i stopam i zm ian indeksu  S& P500 i cen  złota lub ropy  naftow ej; na 
Rys. 3 i 4 p odano w artości oczekiw ane ( ±  dw a odchylenia standardow e) a poste­
riori. W arunkow e korelacje pozosta ją  n iezerow e (dodytnie lut), częściej, u jem ne) 
przez długie okresy, w ięc zm ienność na różnych  ry nkach  nie je s t n iezależna. N a­
tom iast średnia w artość oczekiw ana a posteriori w arunkow ych w spółczynników  
korelacji (z S& P500) je s t ró w n a  dla cen  złota - 0 .0 8 0 6  (przy średnim  odchyleniu
~\----------------1----------------1----------------1----------------1----------------1----------------1----------------г
1999 - 0 1 -0 5  1999 - 1 2 -2 9  2000 - 1 2 -2 9  2002 - 0 1 -0 3  2003 - 0 1 -1 4  2004 - 0 1 -0 9  2005 - 0 1 -1 9  2006 - 02-01
Źródło: opracowanie własne.
Rys. 3. Wartości oczekiwane a posieriori warunkowego współczynnika korelacji stóp zmian:
indeksu S&P500 oraz ceny złota
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1999 - 0 1 -0 5  1999 - 1 2 -2 9  2000 - 1 2 -2 9  2002 - 0 1 -0 3  2003 - 0 1 -1 4  2004 - 0 1 -0 9  2005 - 0 1 -1 9  2006 - 02-01
Źródło: opracowanie własne.
Rys. 4. Wartości oczekiwane a posteriori warunkowego współczynnika korelacji stóp zmian: 
indeksu S&P500 oraz ceny ropy naftowej
standardow ym  a posteriori rów nym  0 .1001), w ięc nie różni się znacząco od em ­
pirycznej korelacji obu szeregów  ( -0 .0 9 8 4 ) ;  w  przypadku ropy  m am y - 0 .0 4 3 8  
(0.0755) w obec bardzo pod obn ej, bliskiej zeru  em pirycznej korelacji ( -0 .0 4 4 0 ) . 
W nioskow anie o w aru n k ow ych  w sp ółczyn n ikach  korelacji m iędzy  stopam i 
zm ian cen  na rozw ażanych  ry n kach  potw ierdza, że są m iędzy nim i zw ykle dość 
słabe, ale je d n a k  istotne zależności. Z naczące u jem n e skorelow anie m iędzy in ­
deksem  S& P500 oraz cenam i złota i ropy  zachodziło  w  II połow ie 2001 roku, 
św iadcząc o istniejącej w tedy m ożliw ości dyw ersyfikacji ryzyka inw estycji.
N a Rys. 5 pokazano w artości oczekiw ane a posteriori w arunkow ych  odchy­
leń  slandardow ych, a na Rys. 6 ich  składow ej ukrytej y jg ti ( i=1,2,3). Z m ienność 
in d eksów  giełd ow ych  (m ierzona w arunkow ym  odchylen iem  standardow ym ) 
je s t  znaoznie m niej w ahliw a niż zm ienność cen  m etali. Bardziej n ieregularny  
je s t  przebieg  drugie go procesu  u kry tego , z gw ałtow nym i w ybu cham i p ow y­
żej w yjściow ego poziom u 1. D uże różnice w  przebiegu  procesów  u krytych  są 
zgodne z  w artośeiam i oczekiw anym i a posteriori ich  param etrów , bardzo oO sie­
bie odległym i. D la { 1 m am y 0.977, tj. silną autokorelację procesu ln lg t1), o bez­
w arunkow ej w ariancji ok. 0.012/(1-0.9772) =  0.264. Dla { 2 m am y 0.503, co oznacza 
słabą autokorelację ln ( r t2), przy w ariancji ok. 0.645, czyli relatyw nie dużej. Dla { 3 
m am y 0.013, um iarkow aną autokooelacjp ln (g t3), przy w ariancji ok. 0.450, czyli też 
um iarkow anej. Procesy ukryte m ają  istotny udział w  opisie zm ienności sześciu 
szeregów  czasow ychi a od m ienność ich  przebiegu w yjaśnia ogrom ną przew agę 
now ego m odelu  hybrydow ego nad  m odelem  M S F -S B E K K  (z jed n y m  procesem  
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Źródło: opracowanie własne.
Rys. 5. Wartości oczekiwane (+ dwa odchylenia standardowe) a posteriori warunkowych odchyleń
standardowych
99-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01 1999-01-05 1999-12-29 2000-12-29 2002-01-03 2003-01-14 2004-01-09 2005-01-19 2006-02-01
1 - 0 5  1 9 9 9 - 1 2 - 2 9  2 0 0 0 - 1 2 - 2 9  2 0 0 2 - 0 1 - 0 3  2 0 0 3 - 0 1 - 1 4  2 0 0 4 - 0 1  - 0 9  2 0 0 5 - 0 1 - 1 9  2 0 0 6 -0 2 - 0
Źródło: opracowanie własne.
Rys. 6. Wartości oczekiwane (+ odchylenie standardowe) a posteriori pierwiastków zmiennych
ukrytych
B4
4. U W A G I K O Ń C O W E
C elem  pracy była prezentacja  now ego w ielow ym iarow ego hybrydow ego m odelu  
stochastycznej zm ienności (lub w ariancji), jeg o  bayesow skiej analizy statystycz­
nej i praktycznej przydatności w  łącznym  opisie zm ienności cen  na różnych  ry n ­
kach. N ow y m odel, w ykorzystu jący  w aru nkow ą struktu rę korelacy jną SBEK K  
i trzy procesy ukryte, pozw ala na adekw atne i oszczędne u jęcie dynam iki stóp 
zw rotu dla w ielu aktywów, które m ożna podzielić w  sposób natu ralny  na trzy 
grnpy.
D alsze badania pow inny m ieć na celu u ogólnienie m odelu na dow olną (choć 
w  praktyce niew ielką) liczbę odrębnych grup aktywów , a także do spraw dzenia 
jeg o  przydatności w  przypadku dużej łącznej liczby aktywów. W  szczególności 
w ażny je s t w stępny  podział portfela na kilka grup aktyw ów  o p odobnej dyna­
m ice cen, a następnie p orów nanie analizy ryzyka dużego portfela, p rzeprow a­
dzanej za p om ocą m odelu  z jed n y m  procesem  u krytym  (zob. O siew alski i Pajor, 
2010, 2011) oraz za pom ocą specyfikacji o kilku procesach  ukrytych. In n y m  kie­
ru n k iem  m ożliw ych zastosow ań je s t  analiza pow iązań  zm ienności na w ielu 
ry n k ach  (finansow ych, m etali, su row ców  energ ety czn y ch  i in n y ch ) w  okresie 
ostatniego kryzysu o charakterze globalnym . O d m ien n y m  polem  bad ań  m eto ­
d ycznych i em pirycznych  je s t bayesow skie porów nanie n a jn ow szy ch  specyfi­
kacji MSV: naszych  hybrydow ych  (zaw ierających elem enty  struktur M GARCH ) 
oraz tych, które zaproponow ali Philipov i G lickm an (2006) oraz G ourieroux, Ja- 
siak  i Sufana (2009).
P O D Z IĘ K O W A N IA
Autorzy w yrażają  szczególną w dzięczność A nnie Pajor (za w prow adzanie w  n ie­
łatw ą tem atykę m odeli M SV) oraz B łażejow i M azurow i (za zw rócenie uw agi na 
ograniczenia m odelu  M S F -S B E K K  w  opisie zm ienności n ie jed n orod n y ch  p ort­
feli).
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